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Witamy w grudniowym numerze [MACIERZATORA]!

Tym razem proponujemy Czytelnikom krétka recenzje wydanej w ostat-
nim miesigcu ksigzki Mariusza Urbanka Genialni. Lwowska szkola matema-
tyczna, artykul o ,miekkiej” i ,twardej” analizie, zainspirowany wpisem na
blogu laureata Medalu Fieldsa, Terence’a Tao, kacik techniczny traktujacy
o liniowych réwnaniach rekurencyjnych oraz Kqcik tamania glowy z hitori
— bliskim krewnym sudoku — w roli gléwnej.

Oktadke zdobi natomiast zdjecie Math meets the beauty of light autor-
stwa Benjamina Schwarzbauera, zwycigzcy konkursu artystycznego Mate-

matyczny Swiat, zorganizowanego w ramach zesztorocznego Swieta Liczby
Pi.

Ciekawej lektury oraz wszystkiego dobrego na calty nowy rok 2015

zyczy Redakcja
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[Opowiedzie¢ matematyke]
Genialni. Lwowska szkola matematyczna

Historia lwowskiej szkoly matematycznej jest tak barwna i ciekawa, ze
az dziw, iz dotychczas szerszej publicznosci nie bylo dane jej poznanie.
Owszem, matematycy mieli Swietng merytorycznie ksiazke Lwowska szko-
ta matematyczna autorstwa profesora Romana Dudy, ale jest to pozycja
zdecydowanie za trudna dla czytelnika niebedacego co najmniej studentem
matematyki, i to najlepiej teoretycznej. Tak wiec o lwowskich matematy-
kach, a tym samym — ich dokonaniach — wigkszos¢ Polakéw dotychczas nie
miala pojecia.

Sytuacje te by¢ moze zmieni wydana w dostownie ostatnich dniach bio-
grafia piora Mariusza Urbanka. Autor, z wyksztalcenia prawnik, a z zawodu
pisarz specjalizujacy si¢ w biografiach, co prawda w wywiadach otwarcie
przyznaje, ze nie byl w stanie zrozumieé¢, czym dokladnie jest przestrzen
Banacha — i przyznam, ze wzbudzilo to méj spory niepokéj. Jak wobec tego
wypadnie jego ksigzka?

Genialni. Lwowska szkola mate-
matyczna traktuje o matematykach,
a nie o matematyce. Jej tlo jest zde-
cydowanie historyczne, a nie — mate-
matyczne. Ma to swoje zalety i wa-
dy. Gléwna zaleta jest to, ze dzie-
ki temu ksiazka ma szanse trafi¢ do
szerszego grona; jest calkowicie zro-
zumiata dla laika. Autor koncentruje
sie na tym, co jego zainteresowalo;
pelno jest historii (tak prawdziwych,
jak raczej anegdotycznych), humoru,
ciekawych wyrywkow ze wspomnien,
dowcipnych opowiesci. Takie przed-
stawienie matematykéw skupionych
we Lwowie sprawia, ze staja sie oni
bardzo prawdziwi takze dla tego, kto
nigdy wczesniej o analizie funkcjo-
nalnej nie styszal. Przedstawienie pod katem hlbtorycznym jest tez bardzo
oryginalne; matematykéw zazwyczaj nie interesuje sytuacja polityczna czy
przemiany ustrojowe (szczegélnie w kontekscie biografii wielkich naukow-
céw); tego dotychezas nie bylo.
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Ale sa i wady. Ksiazki przed wydaniem nie przeczytal zaden matema-
tyk, co wiem choéby z tego fragmentu: Pierre Fermat napisal na marginesie
czytanej ksigzki, zZe znalazl dowod twierdzenia, iz dla liczby naturalnejn > 2
nie istniejqg takie dodatnie liczby naturalne x, vy, z, ktore spetnialyby rowna-
nie " +y"™ = 2. Mowigc inaczej, suma dwdch liczb x, y podniesionych do
kwadratu moze byé kwadratem ich sumy, ale suma dwoch liczb podniesio-
nych do potegi trzeciej nie moze juz byc szescianem ich sumy itd. Owszem,
bledéw matematycznych ogélnie jest mato (bo i malo matematyki), ale mi-
mo wszystko: pomyli¢ Wielkie Twierdzenie Fermata z. . .no wtasnie, czym?
Wzorem skréconego mnozenia? Nawet nie wiem, skad autorowi przyszta na
my$l druga cze$é¢ tego fragmentu. .. Takich rzeczy by¢ nie powinno. Brak
matematycznej korekty dziwi tym bardziej, ze ksiazke konczy naprawde
$wietna rozmowa z profesorem Romanem Duda, ktéry objasnia, prostuje,
dopowiada. Wywiad ten jest nie tylko ciekawy, ale i podnosi warto$¢ mery-
toryczng ksiazki.

Wydawnictwo Iskry Genialnych. .. wydalo bardzo elegancko: w twar-
dej oprawie, szytej, z Swietnie dobrana grafika na obwolucie. Ksiazka jest
po prostu tadna. Jest tez bez watpienia fascynujaca, zawiera wiele bardzo
ciekawych faktéw, bardziej i mniej znanych w matematycznym srodowisku.
Zawiera rowniez fakty dla wielu matematykéw zapewnie mniej interesuja-
ce (jak poglady polityczne konkretnych osob), ale by¢ moze frapujace dla
innych czytelnikéw.

Ciesze sie, ze ksiazka Mariusza Urbanka zostala wydana. Co prawda
matematyk zapewne skrzywi sie raz niejeden podczas lektury (na przyklad
widzac, ze autor nie do konca rozumie, czym jest dowdd, co niechcacy od-
krywa, opisujac slynna historie Mazura, Enflo i gesi), ale jedno nie ulega
watpliwosci: po raz pierwszy lwowska szkola matematyczna realnie wkra-
cza do ksiegarni niespecjalistycznych. I mozna mieé¢ nadzieje, ze postaci
pracujacych we Lwowie matematykéw, ze Stefanem Banachem, Hugonem
Steinhausem, Stanistawem Mazurem i Stanistawem Ulamem na czele, stana
sie znane szerszej publicznosci.

Joanna Zwierzynska

Literatura

[1] Mariusz Urbanek, Genialni. Lwowska szkola matematyczna, Wydaw-

nictwo Iskry, Warszawa 2014, ISBN 978-83-244-0381-3.
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[,,Miekka” i ,,twarda” analiza]

O tym jak mozna podzieli¢ jeden z najwazniejszych dzialow matematyki

Przeszukujac Internet, napotkatlam bardzo interesujacy blog Terence’a
Tao — 39-letniego australijskiego matematyka, ktory juz w wieku 17 lat
otrzymal tytul magistra na Uniwersytecie w Flinders, a 8 lat p6zniej zostal
profesorem matematyki na Uniwersytecie w Los Angeles. Profesor Tao zo-
stal odznaczony Medalem Fieldsaﬂ za swoje osiggniecia naukowe, sposrod
ktorych najbardziej znane jest twierdzenie Greena-Tao, mowiace, ze ciag
wszystkich liczb pierwszych zawiera dowolnie dlugie (skoficzone) podciagi
arytmetyczne. Jego blog jest poswigcony réznym matematycznym zagad-
nieniom. Szczegdlnie interesujacy okazal sie¢ dla mnie artykut EI moéwiacy
o pewnym nieformalnym podziale twierdzen i poje¢ analizy matematycz-
nej na dwa rodzaje, ktory pokrétce Wam, drodzy Czytelnicy, postaram sie
przyblizyé. A wiec zaczynamy!

Intuicyjnie chodzi o podzial analizy matematycznej na analize ,,iloScio-
wa” i ,skonczona’ oraz analize ,jakosciowa” i ,nieskonczona’. Pierwszy
wspomniany wyzej rodzaj, ktéry nazywaé bedziemy analizg twardg (ang.
hard analysis), koncentruje si¢ gléwnie na skonczonych wielkodciach (np.
kardynalnosci zbioréw skonczonych, mierze ograniczonych zbioréw, warto-
Sci zbieznych calek, normie skoficzenie wymiarowego wektora itd.) i ich wta-
snoéciach (w szczegdlnosei ograniczeniach dolnych i gérnych). Drugi rodzaj,
tj. analiza mickka (ang. soft analysis) zajmuje si¢ obiektami o charakte-
rze nieskoficzonym, takimi jak: ciagi, zbiory i funkcje mierzalne, o-algebry,
przestrzenie Banacha oraz ich wlasnodciami: zbieznoscia, ograniczonoscia,
catkowalnoscia, zupelnoscia, zwartoscig itd. Mowiac symbolicznie, twarda
analiza jest matematyka, w ktérej uzywamy symboli: e, N, O(), <, za$
miekka analiza jest matematyka symboli takich jak: 0, oo, € 1 —.

Na pierwszy rzut oka te dwa rodzaje analizy wygladaja zupelnie inaczej:
odnosza sie do réznych typéw obiektéw, korzystaja z odmiennych technik
dowodowych, uzywaja nawet innych aksjomatéw. Przyktadowo, aksjomat
nieskonczonosci oraz aksjomat wyboru sg czesto przywolywane w miekkiej
analizie, ale nie w twardej. W konsekwencji istniejg problemy, ktére moga
by¢ tatwo udowodnione w miekkiej analizie, ale niemozliwe do udowodnienia
poprzez metody stosowane w analizie twardej. Przykladem takiego proble-
mu jest twierdzenie Parisa-Harringtona. Aby je dobrze zrozumie¢ musimy

1 Najbardziej prestizowa nagroda przyznawana w dziedzinie matematyki co cztery
lata dwém, trzem lub czterem uczonym, ktérych wiek nie przekracza 40 lat. Niestety,
zwigzana jest z nia raczej symboliczna premia finansowa.

2www.terrytao.wordpress.com/2007/05/23/
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poznad tres¢ twierdzenia Ramseya. Ono za$ méowi, ze dla kazdej liczby natu-
ralnej k istnieje taka liczba naturalna n, ze wsréd dowolnych n 0séb zawsze
znajdziemy k oséb, ktére nie znaja sie¢ zadna z zadna. Metodami, ktérymi
postuguje sie analiza migkka zostalo udowodnione pewne wzmocnienie tego
twierdzenia. Wspomniane wyzej twierdzenie Parisa-Harringtona méwi, ze
tego wzmocnienia nie da si¢ udowodni¢ na gruncie arytmetyki Peana, czyli
narzedziami analizy twarde;j.

Matematycy zajmujacy sie matematyka dyskretna, analiza harmonicz-
ng i analityczna teorig liczb klada nacisk na analize twarda, podczas gdy
matematycy zajmujacy sie np. teorig ergodyczna wykorzystuja narzedzia
migkkiej analizy.

Jasnym jest, ze rezultaty uzyskane przez miekka i twarda analize moga
by¢ ze soba taczone. W wielu przypadkach analiza jakosciowa moze by¢ roz-
patrywana jako wygodna abstrakcja analizy iloSciowej, w ktérej doktadna
zaleznos¢ pomiedzy réznymi skonczonymi wielkosciami zostata skutecznie
ukryta poprzez uzycie notacji nieskoniczonej. Odwrotnie, analiza iloSciowa
czesto moze by¢ postrzegana jako bardziej precyzyjne i szczegdlowe dopra-
cowanie analizy jakoSciowej. Co wiecej, jedna metoda w twardej analizie
moze mie¢ kilka odpowiednikéw w miekkiej analizie. Ponadto, z uzyciem
notacji analizy migkkiej twierdzenie moze wygladaé¢ calkowicie inaczej niz
w drugim rodzaju analizy. Naiwne tlumaczenie stwierdzen z miekkiej ana-
lizy bezposrednio na jezyk, jakim postuguje sie twarda analiza moze by¢
niepoprawne.

W analizie migkkiej twierdzenia sa definiowane poprzez takie pojecia
jak m.in. zwartos¢ i mierzalnosé, zas§ w twardej analizie poprzez np. roz-
miar, zupelnoé¢ czy przyblizenie. Ogdlnie méwiac, miekka analiza moze by¢
zrodlem pomystéw i intuicji w dowodach twardej analizy i na odwroét. Ten
fakt zobrazujemy pewnym prostym, lecz nie tak bardzo znanym rezultatem.
Kazdemu dobrze jest znane ponizsze twierdzenie, ktére wedtug naszego po-
dziatu zalicza sie do analizy miekkiej:

Twierdzenie. Kazdy ograniczony i monotoniczny cigg liczb rzeczywistych
() jest zbiezny.

Co mogloby by¢ jego odpowiednikiem w twardej analizie? Czy bezpo-
$rednie przeformulowanie jego treéci z uzyciem notacji, jaka sie¢ ona postu-
guje bedzie poprawne? Na te pytania odpowiedZ znajdziecie juz w moim
kolejnym artykule w styczniowym numerze [MACIERZATORA].

Martyna Biskup
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[Kacik techniczny]

Liniowe uklady réownan rekurencyjnych

Streszczenie

Stalo sie. Wreszcie nadszedl ten sadny dzieri, w ktérym zmuszo-
ny jestes, drogi Czytelniku, rozwiazac¢ liniowe réwnania rekurencyjne.
Stare, zakurzone notatki z algebry liniowej wydaja sie milczeé na ten
temat, a mysl o wykorzystaniu funkcji tworzacych napawa Cie le-
kiem. Goraczkowe poszukiwania w internecie gotowych algorytméw
przyprawiaja o zawrot gtowy, co wiecej z kazdym przeczytanym wy-
razem ,indukcja”’ czy zwrotem ,czynnik sumacyjny” ro$nie frustra-
cja i poczucie bezsilnosci. Jezeli powyzsza sytuacja pasuje do Ciebie,
by¢é moze warto przeczytaé¢ ten artykul do konca. W przeciwnym
razie. . .a nuz znajdziesz co$ intrygujacego?

Zanim jednak zaczniemy zaglebiaé si¢ w temat rownan rekurencyjnych,
musimy si¢ ustali¢ pewne konwencje oraz, co bedzie wymagalo nieco cier-
pliwosci, okresli¢ to, z czym bedziemy mieé¢ do czynienia — czyli liniowymi
réwnaniami rekurencyjnymi.

Oznaczenie. Uméwimy sie, ze N = {1,2,...}. Dla zbioru liczb naturalnych
7z zerem warto przyjac¢ oznaczenie Ng = NU{0}. W dalszej czesci bedziemy
zakladaé, ze wspoOlezynniki sg z ustalonego ciata (liczb rzeczywistych lub
zespolonych), a indeksy sa liczbami naturalnymi. Bedziemy zajmowaé sie
uktadami liniowymi, zatem w takim kontekscie nalezy rozumieé¢ sformuto-
wania réwnan rekurencyjnych.

Definicja 1.1. Jednorodnym liniowym réwnaniem rekurencyjnym
rzedu k o stalych wspétczynnikach bedziemy nazywaé¢ rownanie postaci:

Ttk = Ok—1Tn+k—1 T ...+ A1Tpy1- (1.1)

Rozwiazaniem szczegdlnym powyzszego rownania bedzie kazdy ciag
2: N = R (lub z: N — C) spekliajacy to réwnanie dla kazdej liczby na-
turalnej n. Rozwigzaniem ogdlnym bedzie natomiast zbiér wszystkich
rozwiazan szczeg6lnych, ktore utozsamimy z funkcja podanego typu zalezng
od k stalych.

Nic nie stoi na przeszkodzie, by wszystkie wyrazy przenie$¢ na jedna
strone, tym niemniej zapewne wickszos¢ z Was jest przyzwyczajona do ta-
kiej formy réwnan rekurencyjnych i taka tez pozostawie. Zauwazmy, ze po-
wyzsze definicje sg utworzone na wzor pojeé znanych z dzialu liniowych
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rownan rozniczkowych zwyczajnych. Podobiefistwo to jest nieprzypadkowe:
bedziemy prébowali przenie$¢ metody znane z rachunku analitycznego na
grunt réwnan réznicowych (bo tak mozna mysle¢ o réwnaniach reku-
rencyjnych). Nie bedzie niczym zaskakujacym fakt, iz wprowadzimy bardzo
uzyteczne pojecie ro6wnania charakterystycznego.

Definicja 1.2. Réwnaniem charakterystycznym réwnania (1.1]) nazy-
wamy rownanie wielomianowe jednej zmiennej postac

Yy — a1yt - —ayt = 0. (1.2)

Réwnanie charakterystyczne pozwala nam przewidywaé postaé ogdlng
rozwiazania, o czym bedzie nam $wiadczy¢ ponizsze twierdzenie, podane
bez dowodu.

Twierdzenie 1.1. Jezeli rownaniu odpowiada réwnanie charaktery-
styczne o ré6znych pierwiastkach, tj. kazZdy pierwiastek tego réwnania jest
jednokrotny, to rozwigzaniem ogdlnym réwnania jest funkcja zadana
wzorem:

Tn=c1 ()" + .. 4 (yn)”,

gdzie y; sq pierwiastkiami zespolonymi réownania charakterystycznego

11.9), i € {1,... ,k}.

Nietrudno przewidzied, ze jezeli tylko zadamy ,warunki poczatkowe”, tj.

wartosci 1, ..., Tk, to otrzymane rozwigzanie bedzie wyznaczone w sposéb
jednoznaczny. Ponizszy przyklad pokaze metode otrzymywania statych cq,
ey Cke

Przyklad 1.1. Dane jest réwnanie:

$1=5
.1322—1

Tpi2 = —Tpg1 + 2T,

Zaczniemy od rozwiazania wielomianu charakterystycznego tego réwna-
nia, mianowicie:
2
Yy +y—2=0.

SLitera y zostala wprowadzona, by uniknaé kolizji oznaczen; tym niemniej nalezy
pamietaé, ze ponizsze réwnanie odpowiada réwnaniu réznicowemu (1.1)) — nie nalezy
przyzwyczajaé sie zbytnio do symboli.
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Mozemy sie przekonaé, ze pierwiastkami tego réwnania kwadratowego
sa liczby y; = —2 oraz y, = 1. Przewidujemy zatem postaé¢ réwnania jako:

Tp = c1(=2)" + co.

Aby wyznaczy¢ stale ¢, co, rozwigzujemy uklad réwnan powstaly po-
przez przyréwnanie wartosci x1 oraz xo z przewidywang postacia funkcji:

5= cl(_2)1 + C2,
-1 = 01(72)2 —+ Co,

z czego dostajemy ¢; = —1 oraz c; = 3. Zatem rozwigzaniem naszego
réwnania jest ciag postaci x,, = —(—2)" + 3.

Czytelnicy zaznajomieni z rachunkiem rézniczkowym zapewne juz wie-
dza, jak bedzie wygladala sytuacja w przypadku wielokrotnych pierwiast-
kéw rownania charakterystycznego. Wzmocnijmy nasze twierdzenie:

Twierdzenie 1.2. Rozwigzaniem ogdlnym rownania jest funkcja za-
dana wzorem:

z, = (c1+neiz+...+ n”_lclrl) (y1)" + ...
+ (cs1 +ncsa + ..+ n" ey ) (vs)"

gdzie y; sq pierwiastkiami zespolonymi réwnania charakterystycznego
krotnosciri;, i€ {1,...,s}, ar1+...+rs=k.

Za tym skomplikowanym zapisem kryje sie dosy¢ prosta zasada — za-
miast stalej mamy wielomiany stopnia krotnosci pierwiastka pomniejszonej
o jeden. Zilustrujmy to przyktadem.

Przyklad 1.2. Dane jest réwnanie:

T = 0,
To = 1,
Tny2 = _2xn+1 — T

Ponownie nasza przygoda rozpocznie si¢ od wyznaczenia rownania cha-
rakterystycznego:
v’ +2+1=0,
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co sprowadza si¢ do (y + 1)2 = 0. Podwéjny pierwiastek —1 sugeruje po-
nizsza postac:
Ty = (611 + ncu)(—l)”.

Ostatnim krokiem jest wyznaczenie stalych c¢i; oraz cio, co czynimy,
rozwiagzujac ponizszy uklad réwnan:

0=(ci1+1-ci2)(=1)",
1 = (011 + 2 . 612)(—1)2,

ktérego rozwiazaniem sg c¢;; = —1 wraz z ¢1o = 1. A zatem mamy nasze
rozwiazanie: x,, = (n — 1)(=1)™.

Kolejnym etapem na drodze do rozwigzywania uktadéow réwnan reku-
rencyjnych sg réwnania niejednorodne. Przedstawmy je zatem.

Definicja 1.3. Niejednorodnym liniowym réwnaniem rekurencyj-
nym rzedu k o stalych wspétczynnikach bedziemy nazywaé réwnanie po-
staci:

Ttk = Qk—1Tnyk—1 + ... + A1Tpp1 + by, (1.3)

gdzie b: N — R jest dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych (lub zespolo-
nych; b: N — C).

Rozwigzanie réwnania (1.3) mozna przedstawi¢ jako sumg}
Tp = DPn + qn,

gdzie p,, jest rozwigzaniem ogblnym réwnania jednorodnego, a ¢, pewnym
szczegblnym rozwiazaniem réownania niejednorodnego rownania . Pro-
ces wyznaczania x,, bedzie przebiegal dwuetapowo: uprzednio wyznaczymy
rozwigzanie ogélne odpowiadajacego jednorodnego réwnania réznicowego,
a nastepnie znajdziemy pewne rozwiazanie szczegdlne. Jak poprzednio, war-
to podeprzeé to rozumowanie przykladem.

Przyklad 1.3. Rozwazmy réwnanie postaci:

Tp4+3 = 13$n+1 — 12.27” + 27,

Wielomianem charakterystycznym odpowiadajacego rownania jednorod-
nego jest:
y* — 13y +12=0

4Formalnie jest to twierdzenie wymagajace dowodu.
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o pierwiastkach y; = —4, yo = 1, y3 = 3. Zatem p,, = c1(—4)" + c2 + c33".
Przewidujemy postaé g, jako ¢, = ¢2™; naszym celem bedzie wyznaczenie
stalej c. Wstawiajac do zadanego réwnania te postaé, otrzymujemy:

c-2"t3 = 13¢c-2"*H —12¢- 27 + 27,
82" = 26¢-2" —12¢- 2" + 27,
2"(8¢c —26c+12¢—1) = 0,
2"(=1—6¢) = 0,
7 czego otrzymujemy c¢ = —%. Rozwiazaniem zadanego réwnania jest osta-

tecznie @, = c1(—4)" + ¢z + 33" — § - 2",

Zauwazmy, ze sytuacja si¢ skomplikuje nieco, gdy czesé¢ niejednorodna
bedzie postaci (yo)™, gdzie yo jest pierwiastkiem wielomianu charaktery-
stycznego, np.:

Tnts = 13xp41 — 122, + 3",

Wowcezas musimy przewidywaé postaé g, jako g, = ¢3™ 4+ d - n3". Po-
dobnie rzecz bedzie si¢ mie¢ z wyzszymi krotnoéciami — wystepuje tu pelna
analogia miedzy liniowymi réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.

Przejdzmy teraz do réwnan rzedu pierwszego, jednakze wielu ciggow.

Definicja 1.4. Ukladem r jednorodnych liniowych réwnan reku-
rencyjnych pierwszego rzedu nazywamy uklad réwnan postaci:

2N = anald + .+ aal),

x'l(';)*l = a"rlxgzl) +...+ af’r‘rmgr)~

Narzuca sie wprowadzenie macierzy wspo6tczynnikéw:

aill o Q1m
A =

(€2 Ay

Jezeli domy$lacie sie juz, jak bedzie przebiegala dalsza cze$¢, proponu-
je odlozy¢ w tym miejscu lekture i wypracowaé reszte samodzielnie. Jesli
jednak jestescie niecierpliwi, juz objasniam, co dalej nalezy zrobié. Nie obej-
dzie sie bez wyliczania wartoéci wlasnych macierzy A. Zeby nie plataé
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sie w symbolach, rozpoczniemy od kolejnego przyktadu, ktory bedzie za-
wiera¢ metode postepowania dla przypadku, w ktorym wartosci wlasne sa
jednokrotne.

Przyklad 1.4. Rozwazmy uktad:

oD, = oD 1 222

(2 (1)

Tyt = 3Tn .

gdzie indeksy goérne numeruja kolejne ciagi. Nasza macierz wspotczynnikow

jest postaci:
1 2
[

Obliczmy det(A — AI) i przyréwnajmy do zera, czyli innymi stowy wy-
szukajmy wartosci wlasnych macierzy A:

. =X 2]
O—det(A—/\I)—’ 3 _)\‘—/\—)\—6.
Pierwiastkami tego wielomianu sg liczby Ay = —2, Ay = 3. Szukamy wek-

tora C(1) = [c1,c2]T stanowiacego pewne nietrywialne rozwiazanie uktadu

(A—1X)CW:
E _23} {2] - m'

Otrzymujemy 2c, = —3¢; — wektor wlasny jest postaci C() = ¢ [23]

dla pewnej stalej C';. Rozwiazanie odpowiadajace tej wartosci wlasnej przed-
stawia sie zatem jako:

o {_3} - (=2)".

Podobnie dzialamy dla Ay, uzyskujac wektor rozwiazania:

Cy m .3,

Sa to dwa liniowo niezalezne rozwi@zaniaﬂ rozwigzanie ogdlne bedzie
ich suma. Zapiszmy macierz rozwiazania ztozona z wektoréw rozwigzan

5Metoda ta zapewnia wyznaczenie wszystkich rozwiazan liniowo niezaleznych; po raz
kolejny jest to fakt wymagajacy dowodu.
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wypisanych kolumnami:
xsll) _ 201 CQ (*3)“
stf) 7301 CQ 2” ’
Mozemy teraz odczytaé nasze rozwigzanie jako uktad:

2 =20, - (=2)" + Cy - 3,
2 = —3C) - (=2)" + Cy - 3"

Algorytm mozna uogdlni¢, zastepujac liczby symbolami. W przypadku
wartodci wlasnych krotnosci r wektory wlasne (dla ukladu s réwnan) sa

postaci:

c11+ncia. .. +n"" ey,

Co1 +NCs1 4+ ...+ 10" Leg,

co, niestety, wymaga wigkszego wysitku obliczeniowego.

Mam nadzieje, ze przedstawione metody okazaly (okaza?) sie pomocne.
Nastepnym razem zajmiemy sie funkcjami specjalnymi w kontekscie trans-
formaty Fouriera.

Zadania
Dla chcacych utrwali¢ swoja wiedze zamieszczam pare zadan:
Zadanie 1.1. Rozwiazaé¢ réwnanie a,42 + an4+1 — 132a, = 0.

Zadanie 1.2. Rozwigzaé réwnanie b, 1 — D?b,,_; = 0, gdzie D jest pewna
stala rzeczywistg dodatnia.

Zadanie 1.3. Wyznaczy¢ rozwigzanie ukltadu:
xr1 = 1

1‘2:5

Tny2 = 5$n+1 — 6z,

Zadanie 1.4. Rozwiazaé¢ réwnanie ypn43 — 6ypnt2 + 12yp1 — 8y, = 0.



[MACIERZATORS57] 13

Zadanie 1.5. Wyznaczy¢ rozwiazanie ukladu:

20 @ @

n+1
Tty =~
xsﬁl =) — 2P + 42

Zadanie 1.6. Znalez¢ réwnanie rekurencyjne oraz wartosci poczatkowe dla
, . . . . . nwo .. nT
tego réwnania, ktérego rozwigzaniem jest x,, = cos 5 + 2sin 5

Odpowiedzi do powyzszych zadan zamieszczone sa na ostatniej stronie.

[Kacik lamania glowy]

Zapewne wigkszo$¢é z Was (jesli nie wszyscy) spotkala sig kiedy$ z su-
doku. Byta to swego czasu szalenie popularna tamiglowka, a niejeden z nas
do tej pory probuje w ten sposéb rozgrzaé szare komoérki.

Jednak nie jest to jedyny sposob trenowania logicznego myslenia. Prze-
ciwnie — istnieje olbrzymia ilos¢ zadan podobnego typu, ktérych samo wy-
mienienie zajeloby sporo miejsca.

Zajmiemy sie tutaj jednym z mniej znanych krewniakéw stynnego su-
doku. Przed Panstwem hitori:

9(8|6|6]4[6
915(4|6|3|7
418(3]|1]|2|8
11717(5]4[9
414(92]|1]71]8
7(216[4]|3]3

Jego zasady sa bardzo proste. Trzeba zamalowaé cze$¢ kratek tak, aby
spelione byty warunki:

e w niezamalowanych polach (bedziemy je nazywaé po prostu bialy-
mi) cyfry nie moga sie powtarza¢ w rzedach i kolumnach — tak jak
w sudoku;

e dwa sasiadujace pola (stykajace si¢ bokiem) nie moga by¢ zamalowa-
ne;

e biale pola musza tworzy¢ spdjny obszar.
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Sprébujmy uporaé sie z tym zadaniem. Spojrzmy na uklad 6-4-6 w pierw-
szym rzedzie. Co by sie stalo gdybyémy zamalowali czworke?

G _G

Poniewaz nie mozemy mieé obok siebie dwoch zamalowanych pol, wszyst-
kie pola sasiadujace z czworka musza by¢ biate. Z drugiej strony, otrzymu-
jemy dwie biale szostki w tym rzedzie, a taka sytuacja jest niedozwolona.
Dlatego w ukltadzie X-Y-X pole Y zawsze bedzie niezamalowane.

Mozemy zatem pole z cyfra 4 zaznaczy¢ jako biale. Musimy wiec zaczer-
ni¢ inng czwoérke, ktora znajduje sie w tej samej kolumnie:

NNENEE
NIENNEIGE
ofo[~|w|a|o
NG
w@H@w@
W|oo|)|o|~|o

Zostanmy jeszcze na chwile w pierwszym rzedzie i skupmy sie na polach
z szostkami. Oznaczajac narozne pole jako biate, ponownie dochodzimy do
sprzeczno$ci:

@]©)

Zatem jezeli mamy pare sasiadujacych pol z taka sama cyfra, wszystkie
jej pozostale powtérzenia w danym rzedzie lub kolumnie nalezy zamalowac.

Jezeli taka para pojawi si¢ w narozniku, jesteSmy w stanie uzyskac jesz-
cze jedna informacje. Spojrzmy na taki uklad:

218
915

Zamalowanie 6semki pociaga za sobg nastepujaca sytuacje:

&

Jednak biale pola musza tworzyé¢ spdjny obszar, a narozne pole jest
odciete od pozostalych. Stad wiemy, ze pole z cyfra 8 musi pozostaé¢ nie-
zamalowane. Podobne rozumowanie przeprowadzamy w prawym dolnym
rogu.

Po kilku prostych krokach powinnismy doj$c do mniej wiecej takiego
etapu:
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Zwréémy uwage na pierwsza kolumne z prawej. Zeby nie ,zablokowac”
pola z cyfra 7, tréjka musi by¢ biata. To pociaga za soba konieczno$é za-
malowania odpowiedniego pola w ostatnim rzedzie:

Aby nie odciagé¢ drogi bialtym polom z prawej dolnego rogu, nizsza z je-
dynek nie moze by¢ zamalowana. Trzeba wiec zaczerni¢ druga z nich.

Od tego momentu dokonczenie zadania powinno by¢ bardzo proste. Roz-
wiazana tamigléwka wyglada tak:

Zaprezentowalismy kilka podstawowych zasad rozwiazywania hitori. Oczy-
wiscie przy trudniejszych przyktadach moga one nie wystarczyé, ale przy
odrobinie cierpliwosci mozna wypracowaé bardziej wyszukane techniki.

Na zakonczenie dla wszystkich chcacych przetestowaé¢ swoje zwoje moé-
zgowe dolaczam odrobine wigkszy, lecz réwniez caltkiem tatwy przyklad.

4|5(1(2]8[1]|6|2(4
5|6|2(5]9]7]4[8]1
1[7]5]11612|5|7]3
918|1|713[9[2[1[5
71513(2]7[6e[1[3(9
8|1|74]|2[5[6[4(8
2|16|4|3]4[1[7[9]8
312]1(9]1[3[5[8(3
31716(1]9(4[8[5[7

Poprawnos¢ rozwiagzania mozna sprawdzi¢ pod adresem
http://puzzlepicnic.com/puzzle?4409. Tam takze znajdziecie wiecej za-

dan — takze tych trudniejszych.
Zbigniew Laskowski


http://puzzlepicnic.com/puzzle?4409
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[Zbiérka mikotajkowal]

Jak co roku, Koto Naukowe Matematykéw organizuje zbiérke Swiateczna.
Tym razem dary otrzymaja podopieczni Swietlicy §rodowiskowej $w. Woj-
ciecha przy ul. Chopina w Katowicach. Zbieramy:

e artykuly szkolne (zeszyty, kredki, dlugopisy itp.);

e kosmetyki;

e stodycze;

e zabawki.
Dary mozna wktada¢ do koszy umiejscowionych przy portierniach w In-
stytucie Matematyki US lub bezposrednio do pokoju KNM (524). Dary
zbieramy od poniedziatku, 15 grudnia 2014, do czwartku, 18 grudnia 2014.

[Odpowiedzi]

Ponizej znajduja sie odpowiedzi do zadan z kacika technicznego.
Zadanie 1.5.
el =i (~1)" +eaoz-4n

s — . n . n
Zadanie 1.1. ap =c1 - (—12)" 4+ ¢2 - 11 Ig) — 1 (=1)" —2cp 4 c3-4n

Zadanie 1.2. b, =c1 - D" +c2- (—=D)" ) = _eo 4 5eg - an
Zadanie 1.3. z, = —2" + 3" Zadanie 1.6.
Zadanie 1.4. y, =c1-2"+c2-n2"n+c3 -n22" |z =1

xro = —1

Tn+2 = —Tn
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