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Woprowadzenie Motywacja
Definicje

Ostrzezenie

Niektére pojecia pojawiajace sie podczas
tego referatu sa naszymi autorskimi
ttumaczeniami z jezyka angielskiego. Nie
udato nam sie znalez¢ ich polskich
odpowiednikéw. Dlatego nazwy, ktére
Szanowny Stuchacz moze znalez¢é w
literaturze, moga réznic sie od uzytych w
tej prezentacji.
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Woprowadzenie Motywacja
Definicje

Zapraszamy do Utrechtu. Budynki uniwersytetu w tym miescie
potaczone s3 na wysokosci pierwszego pietra korytarzami takimi
jak ten:
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Woprowadzenie Motywacja
Definicje

Wyobrazmy sobie firme mieszczaca sie w kilkunastu
(kilkudziesieciu, kilkuset ®) budynkach. Firma ta chce wybudowa¢
podobne korytarze pomiedzy swoimi budynkami. Znany jest koszt
budowy kazdego mozliwego korytarza. Ponadto, szefowi firmy
zalezy, by:

@ Miedzy kazdymi dwoma budynkami istniato (niekoniecznie

bezposrednie) potacznie;
@ taczny koszt budowy korytarzy byt (a jakze) jak najnizszy.

Czy potrafisz rozwigza¢ powstaty problem?
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Woprowadzenie Motywacja
Definicje

Problem mozna zobrazowa¢ za pomoca grafu, w ktérym
wierzchotki odpowiadajg poszczegdlnym budynkom, a krawedzie
mozliwym do wybudowania korytarzom. Kazdej krawedzi
przypisana jest liczba oznaczajaca koszt budowy danego korytarza.
Zadanie sprowadza sie do znalezienia tzw. minimalnego drzewa
rozpinajacego:
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Woprowadzenie Motywacja
Definicje

Czym bedziemy sie zajmowac?

Rozwazmy spdjny, nieskierowany graf z wagami G = (V, E, ¢),
gdzie:

@ V jest zbiorem wierzchotkéw, |V/| = n;

o E jest zbiorem krawedzi, E C {{v,w}: v,w € V}, |E| = m;

@ c. oznacza wage krawedzi e = {v,w} € E.
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Woprowadzenie Motywacja
Definicje

Drzewo rozpinajace graf

Drzewo rozpinajace

T C E nazywamy drzewem rozpinajacym graf G = (V/, E) wtedy
i tylko wtedy, gdy graf (V, T) jest spdjny i nie zawiera cykli.
Drzewo rozpinajace graf zapisywaé bedziemy w skrécie ST
(Spanning Tree).

ST - warunki réwnowazne [Wilson, 2008]

Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

(i) T C E jest drzewem rozpinajacym graf G = (V, E);

(ii) graf (V, T) jest spdjny i |T| =|V|—1;

(i) graf (V, T) nie zawiera cykli i |T| = |V|—1;

(iv) w grafie (V, T) dla dowolnych wierzchotkéw v, w € V istnieje
Jjedyna Sciezka o koncach v, w.
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Woprowadzenie Motywacja
Definicje

Minimum Spanning Tree

Dla danego grafu G = (V, E, ¢) sprébujmy znalez¢ drzewo
rozpinajace T. Waga drzewa T nazywamy sume wag krawedzi
tego drzewa:

Nasze zadanie - MST problem:

Znalez¢ drzewo rozpinajace grafu G = (V, E, ¢) o najmniejszej z
mozliwych wag.
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Algorytm Prima
Algorytm Kruskala

Rozciecia

Rozciecie generowane przez zbidr wier

Rozcieciem generowanym przez zbidér wierzchotkéw W C V
nazywamy zbiér krawedzi o jednym koncu w zbiorze W, a drugim
w zbiorze V' \ W. Rozciecie takie oznaczamy symbolem §(W):

I(W)={e=(w,v):we W,veV\W}

Oczywiscie s(W) = o(V \ W).

Vi 20 vy Vi 20 v,
42 52 42 52
92 92
23 V. vy 16 23 Vo vy 16
30 40 30 40
37 37
% Vo v Vg
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Algorytm Prima
Algorytm Kruskala

Rozciecia

Rozciecie generowane przez krawedz

Niech T bedzie drzewem rozpinajacym graf G. Rozcieciem
generowanym przez krawedz e € T nazywamy rozciecie (w
grafie G) powstate przez usuniecie krawedzi e (z drzewa T).
Rozcigcie takie oznaczamy symbolem C(e).

v. 20 v, v 20 v,
42 52 42 52,
92 92
23 V3 Vg 16 23 L2 R —— A 16
30 40 30 40
37 37
v, Vg 2 Ve
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Algorytm Prima
Algorytm Kruskala

Algorytm Prima

wejscie: G = (V, E, c)

wyjécie: T C E - minimalne drzewo rozpinajace grafu G
o W ={w} - dowolny wierzchotek poczatkowy;
o T =1;
e for(i=1,...,n—1) do

o ¢ ={v,u} = argmin{c.: e € (W)}, & jest krawedzig o
najmniejszej wadze "wychodzacy” ze zbioru W; v € W,

ug W
o T =TUeg;
o W=WuUu;
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Algorytm Prima
Algorytm Kruskala

Przyktad dziatania algorytm Prima




Algorytm Prima
MST Algorytm Kruskala

Poprawnos¢ algorytmu Prima

Poprawnos¢ algorytmu Prima wynika bezposrednio z ponizszego
warunku rozciecia:

Warunek rozciecia

Rozwazmy graf z wagami G = (V/, E, ¢). Drzewo rozpinajace
T C E jest minimalne (MST) wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ /\ Ce < Cf.

ecT feC(e)

Weronika Siwek, Marek Biedrzycki Minimalne drzewa rozpinajace



Algorytm Prima
MST Algorytm Kruskala

Dowdéd warunku rozciecia

Q Zatézmy, ze T C E jest MST i przypuéémy, ze
Veet Vrec(e) Ce > ¢r-
o T U{f} zawiera cykl. Usuwajac z tego cyklu krawedz e
otrzymujemy ST. Nazwijmy je T*.
e T ma mniejsza wage niz T, co przeczy temu, ze T jest MST.
@ Zatézmy, ze ST T C E spetnia warunek
NeeT /\feC(e) Ce S Cf-
o Niech T* oznacza takie MST, ze |T* N T| jest maksymalna.
Przypusémy, ze T # T* i ustalmy krawedz e € T \ T*.
Z warunku rozcigcia Arec(e) Ce < Cf-
T* jest ST, wiec C(e) N T* # (. Niech f' € C(e) N T*.
T* U{e} zawiera cykl. Usuwajac z tego cyklu krawedz f’
otrzymujemy ST. Nazwijmy je T**.
o T** jest MST (bo ce < c) i1 |T™*NT|>|T*NT|, co
przeczy maksymalnosci |T*N T).
o Zatem T = T*, wiec T jest MST.
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Algorytm Prima
Algorytm Kruskala

Warunek $ciezki

W danym drzewie T, niech P1(v,w) oznacza jedyna $ciezke
taczaca wierzchotki v i w.

Warunek Sciezki

Rozwazmy graf z wagami G = (V/, E, ¢). Drzewo rozpinajace
T C E jest minimalne (MST) wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ /\ Ce < Cf.

f={v,w}€E\T e€Pr(v,w)
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Algorytm Prima
Algorytm Kruskala

Dowdd warunku $ciezki

Q Zatézmy, ze T C E jest MST.
o T spetnia warunek rozciecia. Ustalmy f = {v,w} € E\ T oraz
e € Pr(v,w).
o Wéwczas f € C(e), a zatem (z warunku rozciecia) ¢ < cf.
e T spetnia wiec wrunek Sciezki.
Q Zatézmy, ze ST T C E spetnia warunek
Ne=gv,wieE\T NeePr(v,w) Ce < Cr.
o Ustalmy e = {v,w} € T oraz f = {x,y} € C(e) \ {e}.
Oczywiscie f € E\ T.
o Zauwazmy, ze w T \ {e} nie istnieje Sciezka taczaca x i y.
Zatem e € Pr(x,y).
e Z warunku Sciezki, c. < cr.
o T spetnia warunek rozciecia, wiec T jest MST.
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Algorytm Prima
Algorytm Kruskala

Algorytm Kruskala

wejscie: G = (V,E, c)
wyjécie: T C E - minimalne drzewo rozpinajace grafu G
@ posortuj krawedzie tak, by co; < ... < cep;
o T =10;
e for (i=1,...,m) do
o if (T U ¢) nie zawiera cykli then
e T=TUe;
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MST Algorytm Kruskala

Przyktad dziatania algorytm Kruskala




Algorytm Prima
MST Algorytm Kruskala

Poprawnos¢ algorytmu Kruskala

@ oczywiscie T nie zawiera cykli;

@ ze wzgledu na sortowanie, dla kazdego zbioru wierzchotkéw
W C V, T zawiera krawedz z rozciecia (W) o najnizszej
wadze, wiec T N (W) # 0, zatem T jest spdjny;

@ T jest drzewem

@ dowolna krawedz f = {v, w} nie nalezaca do T tworzy cykl z
pewnymi krawedziami T - oznaczmy ten cykl
{v,w} U Pr(v,w),

o ze wzgledu na sortowanie, dla kazdej krawedzi e € P7(v, w)
mamy Ce < Cf;

@ z warunku $ciezki wnosimy, ze T jest MST.
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Algorytm Kruskala

Dziekujemy za uwage!
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